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AVERTISSEMENT.

Cm'rz seconde Edition a plusieurs avantages sur la premiére
qui a paru en 1797 ; elle est plus correcte; on a mis plus
d’ordre dans les matiéres; et on les a divisées par Chapitres,
ce quon n’avait pu faire d’abord, cet ouvrage ayant ¢té
composé, comme d'un seul jet, & mesure qu’il S'imprimait.
Enfin on y a fait différentes additions dont les principales
se trouvent dans le Chapitre XIV de la seconde Partie, et
dans le Chapitre V de la troisi¢tme.

On avait pensé & refondre dans la premitre Partie de ce
Traité les Legons sur le Calcul des Fonctions ®, qui
servent de commentaire et de suite 4 cette Partie; mais
comme elles forment un ouvrage & part qui peut étre lu
séparément, et indépendamment de la 7'4éorie des Fonctions,
on sest contenté de les citer dans tous les endroits sur lesquels
elles peuvent offrir des éclaircissemens et des développemens
utiles.

) Ces Legons ont paru d'abord dans le Recueil des Legons de I'Ecole normale;
mais la seconde Edition , publiée en 1806 chez Courcier, est beaucoup augmentée;
c'est celleci qu’on a citée.
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THEORIE

DES
FONCTIONS ANALYTIQUES;
CONTENANT

Les Principes du Calcul différentiel, dégagés de toute
considération dinfiniment petits , d'évanouissans, de

- limites et de fluxions, et réduits a Uanalyse algébrique
des quantjéés finies.

INTRODUCTION.

Des Fonctions en general Des Fonctions primz'tives et derivées.

Des différentes manieres dont on a enyisagé le Calcul di ﬂ”e-
rentiel. Objet de cet Ouyrage.

ON appelle fonction d’une ou de plusieurs quantités, toute expres-
sion de calcul dans laquelle ces quantités entrent d’'une maniére quel-
conque, mélées ou non avec d’autres quantités qu’on regarde comme
ayant des valeurs données et invariables, tandis que les quantités de
la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans
les fonctions, on ne considére que les quantités qu'on suppose va-
riables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y étre mélées.

Le mot. fonction a été employé par les premiers analystes pour
désigner en général les puissances d'une méme quantité. Depuis ,
on a étendu la sigpification de ce mot a toute quantité formée
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2 THEORIE DES FONCTIONS.

d’une maniére quelconque d’'une autre quantité. Leibnitz et les
Bernoulli Pont employé les premiers dans cette acception générale,
et il est aujourd’hui généralement adopté.

Lorsqu’a la variable d’une fonction on attribue un accroisse-
ment quelconque, en ajoutant a cette variable unes quantité in-
déterminée, on peut par les régles ordinaires de Palgébre, si la
fonction est algébrique, la développer suivant les puissances de
cette indéterminée. Le premier terme du developpement sera la
fonction proposée qu'on appellera fonction primitive; les termes
suivans seront formés de différentes fonctions de la méme variable,
multipliées par les puissances successives de Yindéterminée. Ces
nouvelles fonctions dépendront uniquement de la fonction primi-
tive dont elles dérivent, et pourront s’appeler fonctions dérivées.
En général, quelle que soit la fonction primitive, algébrique ou
non, elle peut toujours étre développée ou censée developpée de
la méme maniére, et donner ainsi naissance a des fonctions déri-
vées. Les fonctions considérées sous ce point de vue, constituent
une analyse d’un genre supérieur a Panalyse ordinaire , par sa géné-
ralit¢ et ses nombreux usages ; et 'on verra dans cet ouvrage que
Panalyse qu’on appelle vulgairement transcendante ou infinitésimale,
D’est au fond que Panalyse des fonctions primitives et dérivées, et
que les calculs différentiel et intégral ne sont, a proprement
parler, que le calcul de ces mémes fonctions.

Les premiers géométres qui ont employé le calcul différentiel,
Leibnitz, les Bernoulli, ¥ Hopital, etc. Pont fondé sur la considération
des quantités infiniment petites de différens ordres, et sur la suppo-
sition qu’on peut regarder et traiter comme égales, les quantités qui
ne différent entre elles que par des quantités infiniment petites a leur
égard. Contens d’arriver par les procédés de ce calcul d’une maniére
prompte et siire a des résultats exacts, ils ne se sont point occupés
d’en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, Euler, &' Alem-
bert,etc.,ont cherché a suppléer a ce défaut, en faisant voir, par des
applications particuliéres, que les différences quon suppose infini-
ment petites, doivent étre absolument nulles, et que leurs rapports,
seules quantités qui entrent réellement dans le calcul, ne sont autre
chose que les limites des rapports des différences finies ou indé¢finies.
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Mais il faut convenir que cette idée, quoique juste en elle-méme,
n'est pas assez claire pour servir de principe a une science dont
la certitude doit étre fondée sur I'évidence, et surtout pour étre
présentée aux commengans ; d’ailleurs, il me semble que comme
dans le calcul différentiel, tel qu’on Pemploie, on considére et on
calcule en effet les quantités infiniment petites ou supposées infi-
niment petites elles-mémes, la véritable métaphysique de ce calcul
consiste en ce que Perreur résultant de cette fausse supposition est
redressée ou compensée par celle qui nait des procédés mémes
du calcul , suivant lesquels on ne retient dans la différentiation que
les quantités infiniment petites du méme ordre. Par exemple , en
regardant une courbe comme un polygone d’un nombre infini de
cétés chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la
tangente de la courbe, il est clair qu'on fait une supposition er-
ronée ; mais 'erreur se trouve corrigée dans le calcul par I'omis-
sion quon y fait des quantités infiniment petites. C'est ce qu'on
peut faire voir aisément dans des exemples, mais dont il serait
peut-étre difficile de donner une démonstration générale.

Newton, pour éviter la supposition des infiniment petits, a
considéré les quantités mathématiques comme engendrées par le
mouvement, et il a cherché une méthode pour déterminer direc-
tement les vitesses ou plutdt le rapport des vitesses variables aveo
lesquelles ces quantités sont produites; c’est ce qu’on appelle,
d’aprés lui , la méthode des fluxions ou le calcul fluxionnel , parce
quil a nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette mé:hode
ou ce calcul s’accorde pour le fond et pour les opérations, avec
le calcul différentiel, et n’en differe que par la métaphysique qui
parait en effet plus claire, parce que tout le monde a ou croit
avoir une idée de la vitesse. Mais, d’'un cdté, introduire le mou-
vement dans un calcul qui n’a que des quantités algébriques pour
objet, c’est y introduire une idée étrangére, et qui oblige a re-
garder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile;
de Yautre, il faut avouer qu'on n’a pas méme une idéc bien nette
de ce que c’est que la vitesse d’'un point & chaque instant , lors-
que cette vitesse est variable; et on peut voir par le savant
Traité des fluxions de Maclaurin, combien il est difficile de démon-
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trer rigourcusement la méthode des fluxions , et combien d’artifices
particuliers il faut employer pour démontrer les différentes parties
de cette méthode.

Aussi Newton lui-méme, dans son livre des Principes, a pré-
féré, comme plus courte, la méthode des derniéres raisons des
quantités évanouissantes; et c’est aux principes de cette mé-
thode que se réduisent en derniére analyse les démonstra-
tions relatives a celle des fluxions. Mais cette méthodea, comme
celle des limites dont nous avons parlé plus haut, et qui n’en est
proprement que la traduction algébrique, le grand inconvénient
de considérer les quantités dans P'état ou elles cessent, pour ainsi
dire, d’étre quantités ; car quoiqu’on congoive toujours bien le
rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent finies, ce rap-
port n’offre plus a Pesprit une idée claire et précise, aussitdt que
-ses termes deviennent I'un et 'autre nuls a-la-fois.

"C’est pour prévenir ces difficultés, qu’un habile Géométre anglais,
-qui afait dans Panalyse des découvertes importantes, a proposé
dans ces. derniers temps, de substituer a la méthode des fluxions
jusqu’alors suivie scrupuleusement par tous les géométres anglais,
une autre méthode purement analytique , et analogue a la méthode
différenticlle, mais dans laquelle, au lieu de n’employer que les
différences infiniment petites ou nulles des quantités variables, on
emploie d’abord des valeurs différentes de ces quantités, qu'on
‘égale ensuite, aprés avoir fait disparaitre par la division, le facteur
“que cette égalité rendrait nul. Par ce moyen, on évite a la vérité
les infiniment petits et les quantités évanouissantes ; mais les pro-
cédés et les applications du calcul sont embarrassans et peu natu-
-rels, et on doit convenir que cette maniére de rendre le calcul
différentiel plus rigoureux dans ses principes , lui fait perdre ses
pnnapaux avantages , .la simplicité de la méthode et la facilité
-des opérations. #oyez Pouvrage intitulé : the residual analysis a new
branch of the Algebric art, by John Landen, Londor, 1764, ainsi
que le dlscou.rs publié par le méme auteur, en 1758, sur le méme
objet.

Ces variations dans la maniére d’établir et de présenter les prin-
cipes du calcul différentiel, et méme dans la dénomination de ce
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calcul, montrent, ce me semble, quon n’en avait pas saisi la vé-
ritable théorie, quoiqu’on eidt trouvé d’abord les régles les ‘plus
simples et les plus commodes pour le mécanisme des. opérations. . .
“On trouvera de nouvelles considérations sur cet ob;et da.ns la
premiére le(;on sur le Calcul des fonctions. '
Dans un mémoire unpnme parmi ceux de ’Académie de Berhn,
de 1772, et dont Pobjet était I'analogie entre.les différentielles et
les puissances positives, et entre les intégrales et les puissarces .
négatives, javancai que la théorie du développement des fonc- .
tiops en scrie, contenait les vrais principes du calcul différentiel ;
dégagés de toute considération d’infiniment petits ou .de limites ,
et je démontrai par cette théorie le théoréme de Taylor, qui est .
le fondement de la méthode des séries, et qu'on n’avait encord .
démontré que par le secours de ce calcul ou par la cons1derat10n
des différences infiniment peutes C
Depuis, drbogast a présenté a PAcadémie des. Sclences un
Mémoire ou la méme idée est exposée avec des developpemens.
et des applications qui lui appartiennent. Mais 'auteur n’ayant encore .
rien publié sur ce sujet (*), et m’étant trouvé engagé par - des
circonstances particuliéres a développer les principes généraux de -
Panalyse , j’ai rappelé mes anciennes idées sur eeux du,calcul
différentiel, et j’ai fait de nouvelles réflexions tendantes a les.con~
firmer ct'a les généraliser; c’est ce qui a occasionné cet Ecrit,
que je ne me détermine a-publier que par la considération de
Putilité doat il peut étre a ceux qui étudient cette branche impor-
tante de Panalyse. : '
1l peut, au reste, paraitre surprenant que cette maniére d’ens
visager le calcul differentnel ne se -soit pas offerte plus tét aux
géometres, et surtout qu’elle ait échappé a Newton , inventeur de
la méthade des séries et de celle des fluxions. Mais nous observe-
rons a cet égard qu'en effet Newton n’avait d’abord employé que
la simple considération des séries pour résoudre le probléme.

M

(*) L’ouvrage que feu Arbogast a donné en 1800, sous le titre de Calcul des
Deérivations , a un objet différent, comme I'auteur en avertit lui-méme a la fin
de sa préface.
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troisiéme du second livre des Principes, dans lequel il cherche la
loi de la résistance nécessaire pour qu’'un corps pesant décrive
librement une courbe donnée, probléme qui dépend naturellement
du calcul différentiel ou fluxionnel. On sait que Jean Bernoulli
trouva cette solution fausse, en la comparant avec celle qui ré-
sulte du calcul différentiel ; et son neveu, Nicolas, prétendit que
Yerreur venait de ce que Newton avait pris le troisiéme terme
de la série convergente dans laquelle il réduisait 'ordonnée de la
. courbe donnée, pour la différentielle seconde de cette ordonnée,
et le quatriéme pour la différentielle troisiéme, au lieu que, suivant
les régles du calcul différentiel, ces termes ne sont, Pun que la
moitié, Pautre que la sixiéme partie des mémes différentielles.
(¥ oyez les Mémoires de ’Académie des Sciences, de 1711, etle
tome I des (Euvres de Jean Bernoulli.) Newton , sans répondre,
abandonna entiérement sa premiére méthode, et donna dans la
seconde édition des Principes, une solution différente du méme
probléme , fondée sur la méthode méme du calcul différentiel.
Depuis, on n’a plus parlé de application de la méthode des séries
a ce genre de problémes, que pour avertir de la méprise dans
laquelle Newton était tombé, et faire sentir la nécessité d'avoir
égard a Pobservation de Nicolas Bernoulli. (¥ oyez 'Encyclopédie ,
aux articles différentiel , force.) Mais nous ferons voir que cette
méprise ne vient point du fond de la méthode , mais simplement -
de ce que Newton n’a pas tenu compte de tous les termes auxquels
il fallait avoir égard; et nous rectifierons de cette maniére sa
premiére solution, dont aucun des commentateurs des Principes
p’a fait mention.

L’objet de cet Ouvrage est de donner la théorie des fonctions,
considérées comme primitives et dérivées ; de résoudre par cette
théorie, les principaux problémes d’analyse, de géométrie et de
mécanique, quon fait dépendre du calcul différentiel ; et de
donner par la, a la solution de ces -problémes, toute la rigueur
des démonstrations des Anciens.



PREMIERE PARTIE.

EXPOSITION DE LA THEORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES
DANS L'ANALYSE.

CHAPITRE PREMIER.

Déyeloppement en série d’une fonction d’une yariable, lorsqu’on
attribue un accroissement a cette variable. Formation succes-
sive des termes de la série. Théoreme important sur la nature
de ces séries.

1. Nous désignerons en général par la caractéristique f ou F,
placée devant une variable, toute fonction de cette variable, c’est-
a-dire, toute quantité dépendante de cette variable, et qui varie
avec elle suivant une loi donnée. Ainsi fr ou Fx désignera une
fonction de la variable x; mais lorsqu’on voudra désigner la fonc-
tion d’'une quantité déja composée de cette variable , comme x*,
a-bx, etc,, on renfermera cette quantité entre deux parenthéses.
Ainsi fr désignera une fonction de x, f(x*), f(a~4-dx), etc. dé-
signeront des fonctions de z*, de a+bx etc.

Pour marquer une fonction de deux variables mdependantes,
comme de x, y, nous écrirons f(x, y), et ainsi des autres.

Lorsque nous voudrons employer d’autres caractéristiques pour
marquer les fonctions, nous aurons soin d’en avertir. .

Considérons donc une fonction fx d’'une variable quelconque 2.
Sia la place de x, on y met x4 i, ¢ étant une quantité quel--
conque indéterminée, elle deviendra f(zx < i), et par la théorie
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des séries, on pourra la développer en une série de cette forme

fx 4 pit-qi* +n"+’etc. ’

‘dans laquelle les quantités p, ¢, r, etc., coefficiens des puissances
de ¢, seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction
primitive x, et indépendantes de I'indéterminée &.

2. Mais pour ne rien avancer gratuitement, nous commence-
rons par examiner la forme méme de la série qui doit représenter
le développement de toute fonction fx, lorsqu’on y substitue x 4 i
a la place de x, et que nous avons supposée ne devoir contenir
que des puissances entiéres et positives de .

Cette supposition se vérifie en effet par le développement des
différentes fonctions connues; mais personne, que je sache, n’a
cherché a la démontrer a4 priori; ce qui me parait néanmoins
d’autant plus nécessaire, qu’il y a des cas particuliers ou elle ne
peut pas avoir lieu. D'ailleurs, le calcul différentiel porte expressé-
ment sur cette méme supposition, et les cas qui font exception,
sont précisément ceux ou ce calcul a été accusé d’étre en défaut.

Je vais dabord démontrer que dans la série résultante du déve-
loppement de la fonction f(x+-:), il ne peut se tronver aucune
puissance fractionnaire de ¢, a moins qu’on ne donne a x des valeurs
particuliéres.

En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir
que des radicaux renfermés dans la fonction primitive fr, et il
est clair en méme temps que la substitution de x <4 au lieu
de x, ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces
radicaux , ni en changer la nature, tant que x et ¢ sont des quan<
tités indéterminées. D’un autre c6té, on sait par la théorie des
équations, que tout radical a autant de valeurs différentes qu’il y
a d’unités dans son exposant, et que toute fonction irrationnelle
4 par conséquent autant de valeurs différentes qu’on peut . faire
de combinaisons des différentes valeurs des radicaux qu’elle ren-
ferme. Donc si le développement de la fonction fx-¢) pouvait -

eontenir un terme de la forme u:”, la fonction fx serait néces-
i sairement
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sairement irrationnelle, et aurait par conséquent un certain nombre
de valeurs différentes, qui serait le méme pour la fonction f(x - i),
ainsi que pour son développement. Mais ce développement étant

m
représenté par la série fx - pi-4- gi*+- etc. 4 ui "~ etc., chaque
valeur de fr se combinerait avec chacune des »*valeurs du ra-

dical y/ i; de sorte que la fonction f(ax ) développée, aurait
plus de valeurs différentes que la méme fonction non développée,
ce qui est absurde.

Cette démonstration est générale et rigoureuse, tant que xeti
demeurent indéterminées ; mais elle cesserait de Pétre , si on don-
nait a x des valeurs déterminées ; car il serait possible que ces
valeurs détruisissent quelques radicaux dans fx, qui pourraient
néanmoins subsister dans f(x +4-i). Nous examinerons plus
bas ( chap. IV) ces cas partlcuhers ct les conséquences qui en
résultent.

Nous venons de voir que le développement de la fonction
f(x <4-i) ne saurait contenir en général des puissances fraction-
naires de /; il est facile de s’assurer aussi qu’il ne pourra con-
tenir non plus des puissances négatives de i,

Car si parmi les termes de ce développement, il y en avait un
de la forme i: » m étant un nombre entier positif, en faisant i=o,

ce terme deviendrait infini; donc la fonction f(x i) devrait
devenir infinie lorsque {==o0; par conséquent il faudrait que fx
devint infinic, ce qui ne peut avoir licu que pour des valeurs par-
ticuliéres de . : ,

3. Nous étant ainsi assurés de la forme générale’du dévelop-
pement de la fonction f(x + i), voyons plus particuliérement
en quoi ce développement consiste, et ce que signifie chacun de
ses termes.

On voit dabord que si on cherche dans cette fonction ce qul
est indépendant de la quantité i, il n’y a qu'a faire i = o, ce qui
la réduit a fx. Ainsi £r est la partie de f(x i), qui reste lors-

3
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que la quantité i devient nulle; de sorte que f(x+ :) sera égale
a fx , plus & une quantité qui doit disparaitre en faisant { = o, et
qui sera par conséquent, ou .pourra €étre censée multiplice par
une puissance positive de ¢ : et comme nous venons de démon-
trer que dans le développement de f(x--i), il ne peut entrer
aucune puissance fractionnaire de ¢, il s’ensuit que -la quantité
dont il s’agit, ne pourra étre multipli¢e que par une puissance
positive et enti¢re de i; elle sera donc de la forme iP, P étant
une fonction de x et i, qui ne deviendra point infinie lorsque
i=o. '
On aura donc ainsi

flaxmpei) ==fx == iP;

donc f(x~-i) —fr=iP, et par consequent divisible par i; Ia
division faite, on aura

P= f(:c +‘i)—fx.

- Or, P étant une nouvelle fonction de x et i, on pourra de
méme en séparer ce qui est indépendant de i, et qui par consé-
quent ne s’évanouit pas lorsque : devient nul. Soit donc p ce que
devient P lorsqu’on fait i==o0, p sera une fonction de x sans ¢;
et par un raisonnement semblable au -précédent, on preuvera
que P=p-+iQ,1Q étant la partie de P, qui devient nulle lorsque
i=o, et Q étant une nouvelle fonction de x et i, qui nc devient.
pas mﬁme lorsque i =o.

On aura donc P—p=iQ, et par consequent divisible par ¢;
la division faite-, on aura

Soit ¢ la védleur de'Q, en'y ‘fisant i==0, ¢ sera une fonction
de x sans i, et la partie de Q, quj devient nulle lorsque : devient
mul , ‘'sera comme ‘ci-essus de la forme iR, R étant pne fonction
de’x-et #, qui ne' deviendra* pas ‘infinie lorsque i=o0, et gu'on
troaverd en ‘divisant Q — ¢ par i, et ainsi-de-suite.
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On aura, par ce procédé ,

fle4i)=fx 4P, P=p+4iQ, Q=g-iR, R=r+4i8, etc.;
donc, substituant successivement

(i) =Ex - iP= L - ip - NQ =Fx - ip =+ itg +-PR=etc.;
ce qui donnera pour le développement de f(x i), une séric do

la forme que nous avons supposée au commencement.

4. Soit, par exemple, fr="=1, on aura

f(z i) =37
done
-P_ 1 1 — 2 . P—" 1 . _— 1 N
¢ =zFi z x(z+D) T @+’ p==—zi

. 1 1 [ 2 1 1

==t sz’ =y =7

R = 1 1 T S T

R= e 7~ Sy S T
etc.;

ainsi on aura

1 i 1 i"F L
iz z@EF) BT EEE)’

1 i i 2

T I T Iy

comme il résulte de la division actuelle.

Prenons encore pour exemple, la fonction irrationnelle /. On
aura donc '

fr=yx, -f(a.: Fi)=y(e4+i)=yx-4iP;
donc '

Pa=y/ (2 i)~ Va=prriys:
1
P=yorrFve P
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o — 1 1 Vx—V(x+i)
Q=P—p=CoTis " sve = sV + N1Vl

14
T awrly(z+i) V=’

_ : R T
Q=—reFrFvad 15 Gys’

. 1 /1 1
R=Q—¢=g; (A_J'—'[V(r+i)+vz]‘)
X i—ar4+aVzXx \/x-}-z

9V~= 4r [V (z+i)+ V=]
x v(z+i)43yx
V 4Ty (x+1) + V=P i
R= Vic+i) 43y = ¢ Pm e
8xyx[V(x+1i) + vz ]? 15-“-"\/3‘
etc.

/

De sorte qu'on aura , de cette maniére,
‘/(‘+‘)""‘”+—_‘V(x+z)+\/x—"”‘"'aw VAV VT
V(i) +3y/x
= "“"‘zv:c BxVx + VAV +VaT g

=vVz+g sxvx"'m-vx"et"

Cette derniére série est celle que 'on trouve par Pextraction
actuelle de la racine quarrée ou par la formule du binome.

5. 1l serait difficile d’exécuter ces opérations sur des fongtions.
irrationnelles plus compliquées ; mais en faisant disparaitre les irra-
tionnalités par rapport a la quantité ¢, Papplication de la méthode
n’aura plus de difficulté.

Ainsi, en reprenant l’exeniple précédent, on partira de Pé-
quation
V(x+i)=yx+iP,

qui ¢tant élevée au carré pour: dégager I'c de dessous le signe
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radical, devient aprés la division par ¢,
1 =1aPyx - P*;
faisant i = o, P devient p, et Pon aura
1=gpyx; dou p= ﬁ
On fera donc P= p+lQ, ce qui étant substltue .on aura,, aprés
Ia division par ¢, .

0——+2Q;/x+ Q +¢‘Q‘

Faisant i =o0, Q devient ¢; donc on aura

4a'_-}-nq\/:c....o, o
dou 'on tire S

9=—s—;‘7;‘

On fera donc Q—q + iR, et ainsi de suite.
On peut, a la vérité, trouver les valeursde p, g, r; etc. dune-
maniére plus expedmve en faisant tout de suite lequatlon

Viz4i)= ‘/x+pt+qz'+n"+ etc.;

Pélevant au carré pour dégager la quantité i de dessous le sxgne,
et comparant ensuite les termes affectés des' mémes .puissances
de {, pour que cette quantité puisse demeurer indéterminde ,
comme on le suppose ; mais la méthode précédente a lavantage
de ne développer la série . quautant\qu on veut, et d¢. donner li
valeur exacte du reste. En effet, si on voulmt, par exemple,
g'arréter-au second terme pi, on aurai,t Q:* pour la valeur du reste,
et on pourrait déterminer Q par la résolution de Péquation en Q.
Dans l’exemple ci-dessus, cette équation est - :

O

z-Q-.*.Q(a\/x—}-—Vx +4 =0, .

et pour la résoudre de maniére, que Pexpression. de Q ne presenh
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pas la quantité ; au dénominateur, il n’y a qua faire Q= %— N
ce qui- réduira 'équation a cette forme, .

V4 4V (axy/x+iy/x) +bxit=0,
d’ou I'on tire

V_—4x‘/x—2¢\/xi4x‘/(x+z),
et comme Q né doit pas devenir infini lorsque i=o (art. 3),
il faudra que V ne devienne pas nul dans le méme cas; par

conséquent , il faudra prendre le signe inférienr du radical; on
aura ainsi

V==—aVz(ax4=i)—bxy/(x+i),
et de la

Q=—

1 . — 1
ayVx(ax4+)+4xy/(z41) —  ayz[y (x4 +yxt?

comme plus haut. On cn usera de méme dans tous les cas sem-
blables.

6. Mais le princip#l avantage de la méthode que nous avons
exposée , consiste -en ce qu'elle fait voir comment les fonctions
P> 4>, etc. résultent de la fonction principale fr, et surtout en
ce quelle prouve que lésrestes iP, iQ, iR, etc. sont des quantités -
qm doivent devenir nulles lorsque i=o; d’ou Pon tire cette con-
aequence importante,, que dans la série £r ~+ pi+-gi* 4+ ri*4- etc.
qul nait du 'developpement de f(x 4 i), on peut toujours prendre
L assez petit ‘pour quun terme quelconque soit plus grand que
ld somme & tous les termes qui le suivent; et que cela dont avoir
lieu aussi pour toutes les valeurs plus. petites de ..

Car, puisque les restes P, /Q, iR, etc. sont des fonctiens de i
qai deviennent npulles, par- la nature méme du développement,
lorsque i = o, il s’ensuit qu’en considérant la courbe dont: serait
Pabscisse, et l’une de ces fonctions Pordonnée, cette courbe cou-
pera l’axe a Porigine des abscxsses ‘et & woins que ce point ne
soit un point singulier, ce qui ne peut avoir lieu que pour des
Phleurs pafticulidrés de x, conme il est fcile de s'en "convaincre
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avec.uh penide réflexion , €t par un raisonnement analogue a celui
-de Particle 3 de. cours de la courbe sera nécessairement con-
tinu .dépuis e -point; donc -ell¢ s’approchera- pen & peu-de axe
avant de o couper, ets enapprochera par conséquent d’une quan-
tité . moindre ' gy’aucune -quantité donnée; de serte qu'on pourra
toujours. trouver une abscisse i correspondant a une grdonnée
moindre qitane quanmé donnée ; et alors toute valeur - plus pdlte
de i répondra’ aussi- & des- ordonnees moindres- que: la qu&n‘htc
-donnée.
.- On pourra done prendre i’ assez peut sans étre nul, pour que
iP soit moindre que fr, ou pour que /Q soit moindre que p, ou
pour que R soit momdre que ¢,'ct ainsi des: autres ; et- par con-
séquent pour que i*Q sait moindre que #», ou que *R soit momdre
que i*g, etc.; donc, puisque (art. 3), :

iP=ip+i*q+Pr+t-etc., *Q=i*¢+r4-etc., PFR=ir+-etc.,

il s’ensuit quon pourra toujours donner & ; une valeur assez petite

pour que chaque terme de la série fx +ip— i*g i°r+ etc. de-

vienne plus grand que la somme de tous les termes suivans; et

alors toute valeur de i plus petite que celle-la satisfera toujours & -
la méme condition.

On doit regarder ce théoréme comme un des principes fonda-
mentaux de la théorie que nous nous proposons de développer :
on le suppose tacitement dans le calcul différentiel et dans celui
des fluxions ; et c’est par cet endroit qu’on peut dire que ces calculs
donnent le plus de prise sur eux, surtout dans leur application
aux problémes géométriques et mécaniques. Les doutes qfii pour-
raient rester sur la démonstration de ce théoréme, parce que le
procédé que nous avons employé pour trouver les restes iP, iQ,
iR, etc.n’est applicable qu'aux fonctions algébriques, seront levés.
dans le chapitre V, ou nous donnerons l'expression générale de
ces restes, et la maniére d’en déterminer les limites.

7. 11 faut remarquer au reste que la méthode que nous venons
de donner pour trouver successivement les termes de la série qui

¢



16 THEORIE DES FONCTIONS.

représente une fonction de x -+ i, développée suivant les puissances
de i, ne peut s’appliquer en géndral au développement d’une fonc-
tion de x etde s, qu ‘autant que cette fonction est susceptible d'étre
réduite en une série qui procéde suivant les puissances positives
et entiéres de . Car le raisonnement de Farticle 2, par lequel nous
avons prouvé que toute fonction de x 4 i est, généralement
paglant, susceptible de cette forme, ne pourrait pas s’appliquer
a une fonction, quelconque de x et i. Mais dans les cas ou cette
réduction est possible, on pourra toujours appliquer a la série
résultante du développement suivant les puissances ascendantes
de i, la consequence que nous en avons tirée dans l'article précé-
,dent, savoir, que la.quantité i pourra étre prise assez petite pour
quun terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux
qui le suivent, pris ensemble,

o

 CHAPITRE
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-t ]

CHAPITRE II.

Fonctions dérivées ; leur notation et leur algorithme.

3. Novs avons vu que le développement de f(x--:) donne
naissance a différentes autres fonctions p, ¢, r, etc., toutes déri~
vées de la fonction principale fr, et nous avons donné la maniére
de trouver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais pour éta~
blir une théorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la
loi générale de leur dérivation.

Pour cela, reprenons la formule générale

f(xti)=fx+pi+4qi* 4 ri*4-etc.,

et supposons que l'indéterminée x devienne x--0, o étant une
quantité quelconque indéterminée et indépendante de i; il est visible
que f( &) deviendra f(x+ i-4-0), et Pon voit en méme temps
que on aurait le méme résultat en mettant simplement i+ o a la
place de i dans f(x -}~ ¢). Donc aussi, le résultat doit étre le méme,
soit qu'on mette, dans la série fx 4 pi—4-gi*4-ri*<-etc., i4o a la
place de i, soit qu'on y mette x~- o au lieu de x.

"' La premiére substitution donnera

fr+p(i4o0)+g(id4o)r+r(i+o)+etc.;

savoir, en développant les puissances de i~ o, et n’écrivant, pour
plus de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puis-
sance , parce que la comparaison de ces termes suffira pour les
déterminations dont nous avons besoin,

fx + pi+ qi* 4 i - sit - etc. ;
- po~tagio == 3ri*o = 4sio --etc.
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Pour faire Pautre substitution, soient fx+f'xo-}-etc., p--p'o--etc.,
g=4q'o+etc., r+4ro+ etc., ce que deviennent les fonctions
fx,p,q,r, etc. en y mettant x--o pour x, et ne considérant
dans le développement que les termes qui contienncnt la premiére
puissance de o, il est clair que la méme formule deviendra

fx 4 pi +qi* 4 ri® 4 sit 4-etc.
+f"xo—4-p'io4-q'i*o4-r Fo+-etc. -

Comme ces deux résultats doivent étre identiques, quelles que
soient les valeurs de i et de o, on aura, en comparant les termes.
affectés de o, de io, de i*o, etc.,

p=f'x, 2q=p, 3r=4q, 4s=7r,etc.

- Maintenant, de méme que f'z estla premiére fonction dérivée
de fr, il est clair que p’ est la premiére fonction dérivée de p, que
q' estla premiére fonction dérivée de ¢, ' la premiére fonction
dérivée de r, et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et
d’uniformité , on dénote par f'x la premiére foriction dérivée de fx,
par f'a la premiére fonction dérivée de f'x, par {"«x la premiére
fonction dérivée de f"x, et ainsi de suite, on aura

p=fx, etdela p'=f'x;
' " fdx . ..t .
donc q=%=—a—, €t de la =7
PR . ___ql __f'.r . ) __{:_'._ﬂ R
donc r=g= 3, etdela =%, ‘
donc s=l =1 = -
=Z1=3234 =233

et ainsi de suite,

- Donc , substituant ces valeurs dans le developpement de Ia
foncnonf(a:-i-:) , O aura

f(x i) =fx+4f :+—i‘-|-f.'t "+—-——t4+ ete.

-

Cetle nouvelle expression a Pavantage de faire vo'r comment les
termes de la série dépendent les uns des a.tres, et surtout comment,
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lorsqu’on sait former la premiére fonction dérivée d’'une fonction
P

primitive quelconque,, on peut former toutes les fonctions dérivées
que la série renferme.

9. Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive , par rap-
port aux fonctions f'x, f'x, etc. qui en dérivent, et nous appelle-
rons celles—ci, fonctions derivées, par rapport a celle-la. Nous
hommerons de plus la premiére fonction dérivée f'x, fonction
prime ; la seconde fonction dérivée f"x, fonction seconde ; la troi-
si¢me fonction dérivée f"x, fonction tierce, et ainsi de suite.

De la méme maniére , si y est supposée une fonction de x, nous
dénoterons ses fonctions dérivées par y’, y", ", etc., de sorte que
y étant une fonction primitive, 5’ sera sa fonctlon prtme, 7" en
sera la fonction seconde , " la fonction tierce, et ainsi de suite,

‘ De sorte que x devenant x + i, deviendra

- . ‘ j+fi+'2’%i:"+§§ + etc.

‘Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une
fonction primitive quelconque , on aura, par la simple répétition des
iémes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonc-
tion primitive.

Au reste, pour peu qu’on connaisse le calcul différentiel, on doit

voir que les fonctions dérivées ] j’ ", etc. relatwes a x,

1
coincident avec les expressions d—{. 5 ‘flz? y etc.
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CHAPITRE III.

Fonctions dérivées des puissances, des quantités exponentielles
et logarithmiques, des sinus, cosinus, et des expressions
composées de ces fonctions simples. Equations dérivées.

10. PUISQU’E tout se réduit a trouver la premiére fonction
dérivée d’une fonction donnée, nous allons donner des régles
générales pour la formation des fonctions dérivées des principales
quantités qu'on emploie dans Panalyse.

Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction
dérivée f'x d’'une fonction donnée fx de la variable x, n’est autre
chose que le coefficient de i dans le premier terme du développe-
ment de cette fonction, aprés la substitution de x + i a la place
de i. Ainsi il ne s’agit que de trouver ce premier coefficient.

Soit donc d’abord fr = x™, on aura
flx+i)=(x+ i)

or, il est facile de démontrer, soit par les simples régles de I'arith~ -
métique, soit par les premiéres opérations de lalgébre, que les
deux premiers termes de la puissance m du binome x -, sont
x" -+ mx™='i, soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire ,
positif ou négatif; ainsi on aura

f'a = mx"—".

De la on tirera de la méme maniére,

fa=m(m—1)a=—*, f{"x=m(m—1) (m=—3)zx"3 etc.;
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de sorte qu'on aura, par la formule générale de larticle 8,

(x-l—t)": " + mam—i 4 2T (m'_') el

+ m (m _; )5(m_ 2) xn—s ‘3 + etc

s ema

ce qui est la formule connue du binome, laquelle se trouve ainsi
démontrée par toutes les valeurs de 7.

11.Soitensecondlieuﬁr:a’,onaura : L,

ainsi tout se réduit trouver les deux premlers termes de la série
de a', développée suivantles puissances de i. y
Son, pour cela, a= 1+b alors ) h '.‘

g

a‘=(1+b)'=1+16+i—1) b + l(—t:—l)-(—h:-a—)b’-l—etc , '

.....

produits de i, i—1, i-23, etc., et ordonnant lgs termes suivart
les puissances de i, on trouvera que' les termes multipliés par é:

forment cette série i (b -_—— + §"" etc)
Donc, faisant pour abreger, -

L <. -t . e

A-——b—-— + = 3 —-etc —L L s &) L-—v-—)- -t -(-f-v-g-—--—-etc.
les deux premiers termes de la valeur 'dé'4' en série) seront”
14 Ai; on aura par conséquent

ce
P )

fla=Aa".
On tirera de la, par la mémc operatlon repetéc , ,
£, —:Ax Aa’ -A%a®, " -A.’a‘, etc, . B Sidne

On aura amsl

1 .
i Ji-‘ \li

N ‘
f(x_{_q_a:-l-ng'(l-l-A T #[95* )‘; .'--. yi
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Divisant- par a*, et changeant i en x, on aura la série connue

I .' . s
a*=1 +M+¥+%+etc.
13. Si dans cette formule on fhit x=1, on aura
' A, AV, A
a=1+A+;+;§+etc.,
et si on fait x=1,0on aura
1 . L
“K=l"-i-1+§+;f—5-+;.;—.4+etq.‘

. . N .
F4 TP . 1

‘Ainsi la quantité a* est égale a yn nombre constant, qui est la
valeur de a, lorsque A=1; i . et par’ la série precedente , on
trouve , .

- S g RN

a" _9,71828 18284 5qo45. .,

Ty,

C’est le nombte qu’on désigne erdinyirement pare; de sorte que
Ia Telation entre weL A se trbuve expnmee d‘une mani¢re finie

par l’equ.mon a*=e laquelle donne @ = eA.
Donc, si fxr=e", on aura a==e™, As=m, €t par consequent

..f’x=mc"'", 'f’a:*:.-m’c"‘-,- {"x=2:mmie™, etc:;
d’ou I'on tircra comme ci-dessus

e-_1+mx+"""+":’;, etc.

Or, dans I'équation y==a*, x est ce qu'onappelle le logarithme:
de y, a étant la base du systéme logarithmique, c’est-a-dire, le
nombre dontle-logarithme est Punité ; de sorts que cette équation
donne x =log J pour la base a. Par laméme raison l’equatxon aA.._e
donnera} R =Tog e {pour la base a, etA‘—loga pour Ia bése e.
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Dans le systéme des logarithmes ordinaires , Ja base g a été
prise =10, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le
calcul arithmétique ; mais dane Fanalyse, on preﬁre comme plus
simple, le systéme dont la base est le nombre e; c’est le systéme
des logarithmes de Neper, qu'on nomme comml'm‘éméni logas
rithmes hyperboliques , parce quils sent représentés par Paire.de
Phyperbole équilatére entre ses assymptotes, et on les désigne par
la simple caractéristique 1. Ainsi on a A==ls; par conséquent la
fonction pmme de la fonction a*, est exprimée par a°la (art.précéd.).

A !
Au reste éomme a=—¢ , on aura a==e*, et par consequeni

a=¢c"'"; moyénnant quoj on peut redmre toutes les exponen-
tielles a [a méme base e.

13. Sont donc , en trms:eme lieu, fr=logx, on anra, par la
nature des loganthmes x=a'". Or, xdevenant .r-[- i fbc dev1ent

f(x+z)—fr+tf'x+ f”x+ etc.

.

Faisant, pour abréger, o = iflx -+ 3 L fix x -4 etc. l’equatlon .z-_.a"
deviendra, én y mettant x 4 i pour x, et fr-4o pourf.'z: Rk
X b= a“-""—af‘ X a’,

et divisant cette équation par la precedente, on aura

3
-

14 - —a°-—1+Ao+ ——+et(, (art. preced)

Effagant Punité de part et dautre’; et divisant pari aprés avoir

substitu¢ la valeur de o, .0n aura, en ordonnant suivant les puis~
sances de i,

L -==Af’x+ AP AR dete.

- o

La quagmte i étant et devant demenrer mdetermmee i ﬁamdm que
cette équation se vérifie indépendamment de cette quantlte ; par
conséquent tous les termes a{chtes dune méme puisspnce de ¢ s

j:leVront se détruire dcux-mémes, et former autant d’équations a
v
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part. On aura donc ainsi

=Af'x, Af'x+A'fx =o,

Hie

et ainsi de - suite.
Donc), fx étant =log x,on aura en général,

fla=r== 7; ;
. ) . . .
et de la, par la formule générale de Particle 10, on tirera

1 2 iy . 2.3
te=—gp, Pr=gp, Pe=—Zg, o,

valeurs qui satisfont, comme l'on voit, aux différentes équations
trouvées ci-dessus. AlnSl, par la substltuuon de ces valeurs dans

la série fx ~+ iflx+ = f"x-}- etc., on aura sur-le-champ,

« l l l
| log(x+:)=logx+;5—ax,la ~+ i —etc.
Faisant x =1 , €t (;hangeant ien x, on aura la formule connue

z I
&L == — = = =—gtc.
log(14-2x)= 2 la-g. .

Pour les logarithmes hyperboliques ou le=1, on aura simplement
. l )
&-——h’ f’ _;’ f"x——;’ etc.
" 44, Les sinus et cosinus d’angles considérés analytiquement, ne

sont que des expressions composées d’exponentielles imaginaires ;
ainsi on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces

exponentielles.
8oit donc, en quatriéme lieu, fxr = sin x: comme on a
.' =t — Y =1 —1 —zY —
8in & = eV CO8 X == eV itV ;

sy— . 2 : ,
OR
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on fera

-1 e oIV~
fom Y=Y
Ay —1

et Ponaura (art. 13), en mettant == /—1 au lieu de m dans ™,

v —1 —zy =1
Pr= V" _cosa

2
De méme en faisant
ot § gy =1
fr=cos x = W—'%'—e-— ;
on trouvera
_]_ -g‘/_‘ R
fr="" y—1=—sinax.

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sin x, cos x,
on en déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées.

En effet, puisque fr =sinx a donné f'z=cos x, et que
fr=cos x a donné f'x =— sin x, on aura, pour fxr=sin x,

fe=cosx, f'a=—sinx, f"x=~—cosx, f"x=sinx, etc.;
et pour fxr = cos x, on aura
flr=—sinx, f'=-—cosx, f{"xr=sinx, f"zr=cosx, etc.

D’aprés ces formules, on aura sur-le-champ les séries

. . . . . 3 : #o .

sin (w-}-i)=sin x-}-i cos x — 5 sinx———cosx - 2337 sin x+4-etc.
.. » B, 2

€os(x—i)==Ccosx—i sinx — 3 COSX4= J3sinx -+ i34 cos x—etc.

dou, en faisant x = o, et changeant i en x, on tire les séries
connues '

. . ¢
smx:x—;’%+ ﬁ%—etc. , cosx=1—= ;%Z—etc.
15. Les fonctions x™, a%, lx, sinx, cos x que nous venons de

considérer, doivent étre regardécs comme les fonctions simples
4
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analytiques d’une seule variable. Toutes les autres fonctions de la
méme variable se composent de celles-la par addition, soustraction,
multiplication ou division ; ou sont données en général par des équa-
tions dans lesquelles entrent des fonctions de ces mémes fermes.
Ainsi connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous
venons d’examiner , on trouvera aisément les fonctions primes des
fonctions composces, et par les mémes opérations répétées, on
aura successivement les fonctions secondes, tierces, etc.

Soient p, ¢, r, etc. des fonctions simples de x, dont p/, ¢/, 7, etc.
soient les fonctions primes, connues par les régles précédentes, et
qu'on demande la fonction prime y’ d’une fonction y composée de
P> q,r, ctc.; on considérera que x devenant x - ¢, y devient

en général ]—l—j’i-’-‘z? ~+etc., (art.9). Or p, g, r, etc. deviennent
en méme temps p—+ p'i+4-etc., g ¢'i+-etc., r- ri+ etc., et
ainsi des autres. Il n’y aura donc qu’a substituer ces valeurs dans
Pexpression de y, développer les termes suivant les puissances de i,
et le coefficient de i sera la valeur cherchée de y'.

Ainsi, si y =ap + bg + elc., a, b, etc. étant des coefficiens
constans quelconques, on aura sur-le-champ

y =ap' 4 bg' 4 etc.
Si y =apq, la quantité pg deviendra

(p+ip'+etc) (g +ig' + etc) =pg +i(p'g+¢'p) + etc;

donc
J'=ap'q+ agp.

Si y=apqr, on trouvera de la méme maniére ,

J' =ap'qr-aq'pr+ar'pq,
et ainsi de suite.

Si y= %’-’ 5 la quantité % deviendra

p 4 ip’ 4= ete.
q+iq’ +etc.”
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Développant le dénominateur en série par les re°les connues,
on aura

! T —P (P9
(P+'P+etc)( T tete)=L+i(% %)+ ete.
donc .
1= __
FETTT

16. Soit en général y =1{p, en regardant fp comme une fonction
primitive de p, sa fonction prime sera f’p ; ensorte que p devenant
p -+ o (jemploie ici la quantité indéterminée o, a la place de la
quantité indéterminée ¢, qui désignera toujours l’augmentation indé-
‘déterminée de x), fp deviendra f}:+de+ f' -+ etc. (art.8).
or,p etant une fonction de x,lorsque x devient .z'+z ypdevient (ébid.)

p+ip + 2 + etc.; donc fisant o == ip' = = p" ~-etc., fp de-
viendra, par la substitution de x+4-: ala place de x,

fp+ip'p + ; (PF'p=+p'Fp) +eto.; .
par conséquent, on aura
Yy =pfp.

D’ou résulte ce principe : que la fonction prime d’une fonction
d’'une quantité qui est elle-méme une fonction d’une autre quantité,
est égale au produit des fonctions primes des deux fonctions.

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de ¢;
que nous désignerons par f(p, ¢), il s’agit donc de substituer
x -4i a la place de x dans les deux fonctions p et ¢. Or, il est
visible que P'on doit avoir le méme résultat, soit qu'on fasse ces
deux substitutions a la fois ou successivement , puisque les quan-
tités p et ¢ sont regardées comnre indépendantes.

En substituant d’abord x +: a la place de x dans la fonctionp,
la fonction f(p, ¢), regardée seulement comme fonction de p ,

devient f(p, ¢)+ ip'f’ (p)+etc j’écris snmplement f(p) pour
désigner la fonction prime de f(p, q), prise relativement a p
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-seul, ¢ étant regardée comme constante. Substituons maintenant
x -+ i pour x dans ¢, la fonction f(p, ¢) deviendra pareillement
f(p, 9)+iqg'f'(9) + etc., ouf’(g) représente la fonction prime de
f(p,q), prise relativement a ¢ seul, p étant regardée comme
constante. Quant au terme 'f'(p), il est visible que par cette
nouvelle substitution , il se trouverait augmenté de termes multi-
pliés par i, 2, etc. Ainsi les deux premiers termes de la série
provenant du développement de f(p, ¢), aprés la substitution de
x -+ i pour x, seront simplement f(p, ¢)4i [p'f'(p)+44'f (¢)]; de

sorte qu'on aura
: ' =pt (p)+9T (9)

Si y était une fonction de p, ¢, r, représentée par f(p, ¢,r),
on trouverait de la méme maniére

y=pt(p)+9f(9)+rt' (),
et ainsi de suite.

Do il est aisé de tirer cette conclusion générale : que la fonc-
tion prime d’une fonction composée de différentes fonctions par-
ticuliéres , sera la somme des fonctions primes relatives a chacune
de ces mémes fonctions, considérées séparément et indépendam-
ment Pune de lautre.

Ce principe , combiné avec le précédent, suffira pour trouver
les fonctions primes de toutes sortes dc fonctions, ainsi que les
autres fonctions dérivées des. ordres supérieurs.

Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonc-
tions primes de X=, IX, 4%, sin X, cos X, etc. seront mX"—* X/,
X
X
mXr=1 X! - m (m—1 ) X=X, B = X X Xa XX (la ),

R a"X’la, X'cos X, —X' sinX} etc., et leurs fonctions secondes

X" cos X — X” sinX, — X"sin X — X" cos X, etc., et ainsi de
suite.

15. Mais la fonction y pourrait n’étre donnée que par une équa~
tion quelconque entre x et 7.
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Représentons cette équation en général par F(x, y)=o0, on
aura, par la résolution, y égal a une certaine fonction de x, qu’on
pourra désigner par fx; de sorte qu'en substituant fx pour y dans
la fonction F(x, ), elle deviendra F(x, fx), fonction de x seul
que nous désignerons par ¢x. Cette fonction de ¢x devra donc
¢tre nulle, quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera aussi
en mettant x-}- i pour x, quelle que soit la valeur de :. Mais par

cette substitution, ¢x devient @x 4 ig'x + <p"x+ etc.; donc ’

pour que  puisse étre une quantité quelconque il faudra que Fon
ait separement les équations o =0, ¢'x =0, ¢"xr=o0, etc. dont
la premiére est 'équation donnée, la seconde est sa fonction prime,
la troisiéme sa fonction seconde, etc.

Or, puisque ¢x=F (x, fxr)=F(x,r), ¢'x sera la fonction
prime de F(x, y), y étant regardée comme fonction de x, et
par le principe établi dans l’article précédent, cette fonction prime
sera exprimée par F'(x) -+ »’F/'(r), en désignant par F'(x) et
F'(r), les fonctions primes de la fonction F (x,y), prises relati-
vement & x seul et a y seul.

Donc P’équation F(x, y) =o dounera
¥ (x)+sF(r)=0;

_F(=z)
y'= F(y)

d’ou Pon tire

Ayant ainsi la valeur de la fonction prime »’ en fonction de x et y,
on aura celle de ", en prenant la fonction prime de cette fonction,
et ainsi de suite.

1l résulte de Panalyse précédente, ce principe :

Lorsquon a une équation quelconque entre deux variables x, y,
Péquation subsistera encore entre les fonctions primes de tous’ses
termes, ainsi qu’entre leurs fonctions secondes, etc. Nous appelle-
rons ces nouvelles équations, équations derivées ; et en particulier,
€quations primes , equattons secondes , etc. , celles quon obtient en
prenant les fonctions primes, secondes etc.
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Si Péquation ne contenait qu'une seule variable qui dit de-
meurer indéterminée , ce qui a lieu dans les équations identiques ’
-le méme principe subsisterait, et I'on aurait egalement une équa-
-tion prime, une equatlon seconde etc. qui seraient aussi iden-
tiques.
~ Les legons III, IV, V, Vi ct VII sur le calcul des fonctions,
renferment un commentaire sur-les principaux points que nous
venons de traiter dans oe chapitre; on y trouvera des développe-
;mens utlles et importans, et des applications nouvelles.
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R

CHAPITRE 1V.

Digression sur la maniére de déduire les séries qui expriment-
les exponentielles, les logarithmes , les sinus, cosinus, et les
arcs, de simples considérations algébriques.

18. I.JES séries qui représentent les quantités exponentielles et
logarithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus , ont été trouvées
d’abord par le calcul différenticl. Halley est, je crois, le premier
qui ait imaginé de déduire celles des exponentielles et des loga-
rithmes de la formule de Newton pour les puissances du binome
( Transact. philosoph., n* 216) , en employant la considération de
Finfini ou de linfiniment petit. Cette méthode a été Suivie par
Euler, et étendue aux sinus et cosinus, dans les chapitres VII
ct VIII du premier. tome de son Introductio in analysis , etc. Mais
quoiqu’clle puisse étre admise en analyse, on nc saurait discon-.
venir qu'ellc n’a pas P'évidence, ni méme la rigueur qu’on doit
desirer dans les élémens dune science; et nous croyems qu'on
nous saura gré de nous écarter ici un moment de notre marche,
pour donner une démonstration des mémes formules , fondée aussi
uniquement sur celle du binome , mais dégagéc de toute considé-
ration de Pinfini. Nous donnerons méme & ces formules une ge-
néralisation qui servira a rendre les séries aussi convergentes qu'on
voudra dans tous les cas. _
Considérons Péquation générale y =a*, dans laquelle x est le
logarithme de y pour la base a ; mettons a la place de a, 14-a—1,
ce qui cst la méme chose, et ensuite a la place de (1 +a—1)",
x .
[(1+a+=1)'T", ce qui est encore la méme chose que @*; on aura

’ r=[(1+a—1)T,
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n étant une quantité quelconque qui disparait d’clle-méme dans la
valeur de 7.

Je développe maintenant le binome (1 +a—1)* dans la série

1n(a—1) + 2D (a—a ) BEZDOZD (i,

£t jordonne les termes suivant les puissances de n, j’aurai
(1 +a—1)"=1+4An+4Bnrn*'+ ectc.,

les coefficiens A , B, etc. étant donnés en a; et il est aisé de voir

quon aura d’abord

(a—1)
2

+(¢l— 1)’

A=a—1— 5 —etc.,

cette quantité A étant la méme que celle de Particle 11; a P'égard
des autres coefficiens, nous n’aurons pas besoin de les chercher,
puisqu'ils disparaitront du calcul, comme on va le voir.

Faisant cette substitution, nous aurons

= (1~ An - Br*~+4- etc.)’.'
et développant a la maniére du binome, il viendra
y=1+4- Z( An+Bn‘+etc Yo 22 R (x_ z(r—n) (An— Bn* 4= etc.)*
2= L= M) (An+ Bn*+- ete.) +etc.,

savoir, en effagant les puissances de » communes aux numérateurs
et aux déqominateurs R

=14 x(A+Bnrn-etc.)- —(A+Bn--etc.)
-|-x(x_ ":ﬁ%x— an) (A+Bn -+ etc.)* -} etc.

:z:(x-—n)

Maintenant, comme la quantité » est arbitraire, et doit par la
nature méme de la fonction y, disparaitre de Pexpression de cette
fonction, il faudra que tous les termes multipliés par chaquc puis-
sance de n, se détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun

compte
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tompte de ces termes qui doivent disparaitre d’eux-mémes, quel
que soit z, on aura simplement

L) 3
j=a‘=1+xA+-x%-+%+etc.,
comme plus haut (art.11).

19. Cherchons de la méme maniére la valeur de x en y. Pour
cela, nous mettrons Péquation a*=y sous la forme

(1ta—1)"=(1+y —1),

qui est identique avec la précédente , et ou » est encore une quan-

tité quelconque a volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur
de x en y.

Développant les deux membres a la manié¢re du binome, on
aura

1-|—na:(a—1)+’w (nx—1) (a—1)*+ n.r(n.t—l)(:m—-s) (a— 1)’+etc
=1+n<f—1)+""‘,—" (r—)+ fi”—“-;%é"-‘i(f—x)3+ etc.;
savoir, en effagant P'unité de part et d’autre, et divisant par »:

x (a—1) 4 :‘ﬂ’_'i) (a—1y+Z ('w—;)g(u—s) (a—1)*+4-etc.
(r —1r+ 522 =1y et

n—1

Or n étant, comme nous 'avons déja dit, une quantité entiére-
ment arbitraire et qui ne doit pas entrer dans P'expression de
en y, il faudra que les termes multipliés par les différentes puis~
sances de n, se détruisent d’eux-mémes, ensorte quil ne reste
que ceux ol z n’entrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte
que des termes sans », équation suivante, dans laquelle j’emploie ,
pour abréger, la quantité A déterminée ci-dessus,

A==y =1 = (r—1)+3(r—1)—etc;
d’ou on tire
z==logy =y—:—%(!:1)':§(y—!)'—etc~;

5.































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































